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Motivation

» Bislang stand fiir uns hauptséchlich die Frage
.Wie kénnen wir ein Problem iiberhaupt algorithmisch l6sen?*

im Zentrum.
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Motivation

» Bislang stand fiir uns hauptséchlich die Frage
.Wie kénnen wir ein Problem iiberhaupt algorithmisch l6sen?*
im Zentrum.

» Dabei haben wir uns (grob gesagt) mit jeder korrekten
algorithmischen Losung begniigt.
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Diskussion im Plenum

Welche Aspekte eines Algorithmus kdnnten uns (neben seiner
Korrektheit) noch interessieren?
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Diskussion im Plenum

Welche Aspekte eines Algorithmus kdnnten uns (neben seiner
Korrektheit) noch interessieren?

» Eleganz?
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Diskussion im Plenum

Welche Aspekte eines Algorithmus kdnnten uns (neben seiner
Korrektheit) noch interessieren?

» Eleganz?
» Effizienz?
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Diskussion im Plenum

Welche Aspekte eines Algorithmus kdnnten uns (neben seiner
Korrektheit) noch interessieren?

» Eleganz?
» Effizienz?
» Lesbarkeit und Verstandlichkeit?
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Diskussion im Plenum

Welche Aspekte eines Algorithmus kdnnten uns (neben seiner
Korrektheit) noch interessieren?

» Eleganz?

> Effizienz?

» Lesbarkeit und Verstandlichkeit?

» Lange des Codes? (Anzahl Zeilen / Zeichen)
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Diskussion im Plenum

Welche Aspekte eines Algorithmus kdnnten uns (neben seiner
Korrektheit) noch interessieren?
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Diskussion im Plenum

Welche Aspekte eines Algorithmus kdnnten uns (neben seiner
Korrektheit) noch interessieren?

» Eleganz

» Effizienz < unser Fokus fiir heute
P Lesbarkeit und Verstandlichkeit

» Lange des Codes (Anzahl Zeilen)
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Effizienz (Laufzeit) ist eine wichtige Eigenschaft eines
Algorithmus

» Kollisionserkennung: Unterschiede in den Framerates

% FreeFlower
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https://current360.com/400-milliseconds-or-the-blink-of-an-eye/
https://current360.com/400-milliseconds-or-the-blink-of-an-eye/

Effizienz (Laufzeit) ist eine wichtige Eigenschaft eines
Algorithmus

» Kollisionserkennung: Unterschiede in den Framerates

» Google: ,Loading times longer than a blink of an eye (or 400

milliseconds) are too long":
https://current360.com/400-milliseconds-or-the-

blink-of-an-eye/
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https://current360.com/400-milliseconds-or-the-blink-of-an-eye/

Effizienz (Laufzeit) ist eine wichtige Eigenschaft eines
Algorithmus

» Kollisionserkennung: Unterschiede in den Framerates

» Google: ,Loading times longer than a blink of an eye (or 400
milliseconds) are too long":
https://current360.com/400-milliseconds-or-the-
blink-of-an-eye/

» Demonstration: Vergleich der Laufzeiten von bubble_sort
und merge_sort
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Lernziele

> Sie besitzen eine intuitive Vorstellung fir die Komplexitat
alltaglicher algorithmischer Szenarien.

%‘ FreeFlower

N



Lernziele

> Sie besitzen eine intuitive Vorstellung fir die Komplexitat
alltaglicher algorithmischer Szenarien.

» Sie konnen die Begriffe Worst-Case und Best-Case erklaren.
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Lernziele

> Sie besitzen eine intuitive Vorstellung fir die Komplexitat
alltaglicher algorithmischer Szenarien.

» Sie konnen die Begriffe Worst-Case und Best-Case erklaren.

> Sie konnen die Laufzeit einfacher Algorithmen bestimmen.
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Bestimmung der Laufzeit WY 17 7 W7

2 Aufgabe 0.1 .

def a():
for _ in range(5):
for _ in range(4):
print ("Informatik")

Programm: a.py

Wie oft wird die Funktion print aufgerufen?

2



v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.1

Die Funktion print wird 5 - 4 = 20 mal aufgerufen.

2



Bestimmung der Laufzeit WY 17 7 W7

2 Aufgabe 0.2 .

def b(n):
for _ in range(n):
for _ in range(n):
print("Laufzeitkomplexitat")

Programm: b.py
Wie oft wird die Funktion print aufgerufen?

2



v Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.2

Die Funktion print wird n®> mal aufgerufen. ]

2



Bestimmung der Laufzeit YW 17 S0 S0

= Aufgabe 0.3 |

1 def c(L):

2 n = len(L) # Grdosse der Probleminstanz
3 x =7

4 for k in range(n):

5 if L[k] == x:

6 return True

7 return False

Programm: c.py

Wie oft wird das if-Statement ausgefiihrt? =

N



v Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.3 R

Die genaue Anzahl hangt von der konkreten Probleminstanz
— in diesem Fall von der gegebenen Liste L — ab. Wir un-
terscheiden zwei extreme Fille:

FreeFlower
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v Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.3 R

Die genaue Anzahl hangt von der konkreten Probleminstanz
— in diesem Fall von der gegebenen Liste L — ab. Wir un-
terscheiden zwei extreme Fille:

Glinstigster Fall (Best-Case): Das erste Element (L[0]) ist
bereits das gesuchte Element x = das
if-Statement wird nur einmal ausgefiihrt.
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v Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.3 R

Die genaue Anzahl hangt von der konkreten Probleminstanz
— in diesem Fall von der gegebenen Liste L — ab. Wir un-
terscheiden zwei extreme Fille:

Glinstigster Fall (Best-Case): Das erste Element (L[0]) ist
bereits das gesuchte Element x = das
if-Statement wird nur einmal ausgefiihrt.

Teuerster Fall (Worst-Case): Das gesuchte Element x ist
entweder das letzte Element der Liste oder
kommt in der Liste gar nicht vor = das
if-Statement wird n = len(L) mal ausgefiihrt
(jedes Element von L muss tberprift werden).
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v Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.3 R

Die genaue Anzahl hangt von der konkreten Probleminstanz
— in diesem Fall von der gegebenen Liste L — ab. Wir un-
terscheiden zwei extreme Fille:

Glinstigster Fall (Best-Case): Das erste Element (L[0]) ist
bereits das gesuchte Element x = das
if-Statement wird nur einmal ausgefiihrt.

Teuerster Fall (Worst-Case): Das gesuchte Element x ist
entweder das letzte Element der Liste oder
kommt in der Liste gar nicht vor = das
if-Statement wird n = len(L) mal ausgefiihrt
(jedes Element von L muss tberprift werden).
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v Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.3

Die genaue Anzahl hangt von der konkreten Probleminstanz
— in diesem Fall von der gegebenen Liste L — ab. Wir un-
terscheiden zwei extreme Fille:

Glinstigster Fall (Best-Case): Das erste Element (L[0]) ist
bereits das gesuchte Element x = das
if-Statement wird nur einmal ausgefiihrt.

Teuerster Fall (Worst-Case): Das gesuchte Element x ist
entweder das letzte Element der Liste oder
kommt in der Liste gar nicht vor = das
if-Statement wird n = len(L) mal ausgefiihrt
(jedes Element von L muss tberprift werden).

Natirlich kdnnen auch alle Falle zwischen diesen beiden Ex-
tremfallen (1 bis 1en(L) Ausfiihrungen) auftreten.

N
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Worst-Case und Best-Case

» Die Worst-Case Laufzeit Tyorst(n) ist die maximale Anzahl der
Operationen, die ein Algorithmus A fiir eine Eingabe
(Probleminstanz) der Grésse n benétigt.

‘%‘, FreeFlower
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Worst-Case und Best-Case

» Die Worst-Case Laufzeit Tyorst(n) ist die maximale Anzahl der
Operationen, die ein Algorithmus A fiir eine Eingabe
(Probleminstanz) der Grésse n benétigt.

» Die Best-Case Laufzeit Tpet(n) ist die minimale Anzahl der
Operationen, die ein Algorithmus A fiir eine Eingabe
(Probleminstanz) der Grésse n benétigt.

" FreeFlower
\

N



Bemerkung

Tworst(n) ist die obere Schranke: Sie garantiert, dass der
Algorithmus A fiir jede Probleminstanz der Grésse n nach
spatestens dieser Anzahl an Operationen fertig ist.

X
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Bestimmung der Laufzeit YW 17 S0 S0

(2 Aufgabe 0.4

1 def d(n):

2 # n >= 1 ist eine ganze Zahl

3 result = 0

4 i=1

5 while i <= n:

6 result += i

7 # verdopple i in jedem Schleifendurchlauf
8 i %= 2

9 return result

Programm: d.py
Wie oft wird die Zeile i *= 2 ungefahr ausgefiihrt?

w

FreeFlower



v/ Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.4 <

Wir beginnen mit i = 1 und i wird in jedem Durchlauf der
while-Schleife verdoppelt. Wie haufig kénnen wir den Wert
von i verdoppeln, bis die while-Bedingung i <= n nicht mehr
erfillt ist? Ungefahr log,(n) mal.

% FreeFlower
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v/ Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.4 <

Wir beginnen mit i = 1 und i wird in jedem Durchlauf der
while-Schleife verdoppelt. Wie haufig kénnen wir den Wert
von i verdoppeln, bis die while-Bedingung i <= n nicht mehr
erfillt ist? Ungefahr log,(n) mal. Exakte Analyse: Die Zeile i

*= 2 wird [log,(n)] + 1 mal ausgefiihrt.

% FreeFlower
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Aufgaben Teil 1 auf Moodle

Sie finden die Aufgaben unter Moodle — Theorie —
Laufzeitkomplexitét.
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Aufgaben Teil 1 auf Moodle

Sie finden die Aufgaben unter Moodle — Theorie —
Laufzeitkomplexitét.

» Losen Sie die Aufgaben Teil 1 (Bearbeitungszeit: 20
Minuten).
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Aufgaben Teil 1 auf Moodle

Sie finden die Aufgaben unter Moodle — Theorie —
Laufzeitkomplexitét.

» Losen Sie die Aufgaben Teil 1 (Bearbeitungszeit: 20
Minuten).

» Bearbeiten Sie die Aufgaben alleine.
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Typisches Problem: , alle mit allen”

» Stellen Sie sich vor, n Personen stossen bei einem Fest
miteinander an.
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Typisches Problem: , alle mit allen”

» Stellen Sie sich vor, n Personen stossen bei einem Fest
miteinander an.

» Jede Person stosst mit jeder anderen Person genau einmal an.
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Typisches Problem: , alle mit allen”

» Stellen Sie sich vor, n Personen stossen bei einem Fest
miteinander an.
» Jede Person stosst mit jeder anderen Person genau einmal an.

» Wie viele Anstosse (Begegnungen) gibt es insgesamt?
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Typisches Problem: , alle mit allen”

» Stellen Sie sich vor, n Personen stossen bei einem Fest
miteinander an.
» Jede Person stosst mit jeder anderen Person genau einmal an.

» Wie viele Anstosse (Begegnungen) gibt es insgesamt?
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Typisches Problem: , alle mit allen”

» Stellen Sie sich vor, n Personen stossen bei einem Fest
miteinander an.
» Jede Person stosst mit jeder anderen Person genau einmal an.

» Wie viele Anstosse (Begegnungen) gibt es insgesamt?

° ° Person 1: n — 1 Anstosse
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Typisches Problem: , alle mit allen”

» Stellen Sie sich vor, n Personen stossen bei einem Fest
miteinander an.
» Jede Person stosst mit jeder anderen Person genau einmal an.

» Wie viele Anstosse (Begegnungen) gibt es insgesamt?
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Typisches Problem: , alle mit allen”

» Stellen Sie sich vor, n Personen stossen bei einem Fest
miteinander an.
» Jede Person stosst mit jeder anderen Person genau einmal an.

» Wie viele Anstosse (Begegnungen) gibt es insgesamt?

©
®

Person 3: n — 3 neue Anstdsse
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Typisches Problem: , alle mit allen”

» Stellen Sie sich vor, n Personen stossen bei einem Fest
miteinander an.

» Jede Person stosst mit jeder anderen Person genau einmal an.

» Wie viele Anstosse (Begegnungen) gibt es insgesamt?
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Typisches Problem: , alle mit allen”

» Stellen Sie sich vor, n Personen stossen bei einem Fest
miteinander an.

» Jede Person stosst mit jeder anderen Person genau einmal an.

> Wie viele Anstosse (Begegnungen) gibt es insgesamt?

©
® ®

® ©

Insgesamt haben wir also (n— 1)+ (n—2)+(n—3) +... % FrecFlower

Anstdsse. \j



alle mit allen”

» Die Summe (n—1)+(n—2)+ (n—3)+...+ 1ist lhnen
wohlbekannt!
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alle mit allen”

» Die Summe (n—1)+(n—2)+ (n—3)+...+ 1ist lhnen
wohlbekannt!

» (n—1)+(n—-2)+(n—-3)+...+1

Gausssche Summenformel n(n—1)
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alle mit allen”

» Die Summe (n—1)+(n—2)+ (n—3)+...+ 1ist lhnen
wohlbekannt!
» (n—1)+(n—-2)+(n—-3)+...+1

» Beachten Sie den quadratischen Term:

Gausssche Summenformel n(n—1)

n(nfl)_l' 2
2 — 2"

NI

%‘ FreeFlower

N



Situation: ,alle mit allen”

= Aufgabe 0.5 |

Das Prinzip ,,Jeder mit Jedem" begegnet uns an vielen Stellen
im taglichen Leben. Wo tritt dieses Muster noch auf? Nen-
nen Sie drei konkrete Situationen, in denen alle Beteiligten
untereinander in Kontakt stehen.

% FreeFlower
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v/ Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.5 \

» Tischtennisturnier: Jeder Spieler spielt genau einmal gegen
jeden anderen Spieler.

» Fotos von Zweierpaaren: In einer Gruppe von Personen
werden Fotos von allen méglichen Zweierpaaren gemacht.

» Freundschaftsnetzwerk: In einem sozialen Netzwerk schreibt
jeder Nutzer eine Nachricht an jeden anderen Nutzer

(vollstandiger Graph):

® O
© ©

) i
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Aufgaben Teil 2 auf Moodle

Sie finden die Aufgaben unter Moodle — Theorie —
Laufzeitkomplexitét.
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Aufgaben Teil 2 auf Moodle

Sie finden die Aufgaben unter Moodle — Theorie —
Laufzeitkomplexitét.

» Losen Sie die Aufgaben Teil 2 (Bearbeitungszeit: 20
Minuten).

» Bearbeiten Sie die Aufgaben alleine oder zu zweit.
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(2’ Aufgabe 0.6

Gegeben sind zwei Algorithmen A und B fiir ein algorithmi-
sches Problem.

» Algorithmus A: benétigt 2" Rechenoperationen,
» Algorithmus B: benétigt n®> Rechenoperationen

zur Berechnung einer Lésung fiir eine Problemgrésse n.

Annahme: Eine Operation dauert genau 1 Mikrosekunde.

Wie gross darf n maximal sein, damit die Berechnung in 24
Stunden fertig sein wird? (fir A und B)

2




v/ Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.6

» Algorithmus A: Wir missen die Ungleichung
2" < 24-60 - 60 - 10° I6sen, da es 24 - 60 - 60 - 10°
Mikrosekunden in 24 Stunden gibt. Das ergibt
n < log, (24 - 60 - 60 - 10°) ~ 36.33 =
gesuchte Problemgrosse: 36.

% FreeFlower
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v/ Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.6

» Algorithmus A: Wir miissen die Ungleichung
2" < 24-60 - 60 - 10° I6sen, da es 24 - 60 - 60 - 10°
Mikrosekunden in 24 Stunden gibt. Das ergibt
n < log, (24 - 60 - 60 - 10°) ~ 36.33 =
gesuchte Problemgrosse: 36.
» Algorithmus B: Wir miissen die Ungleichung
n?> < 24-60-60 - 10° Iésen. Das ergibt
n <2460 -60-10° ~ 293938.77 =
gesuchte Problemgrosse: 293938.

% FreeFlower
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[#' Aufgabe 0.7

Gegeben sind zwei Algorithmen A und B fiir ein algorithmi-
sches Problem. In diesem Kontext existieren nur Problem-
grossen n € N, die gerade sind.

> Algorithmus A: benétigt 4.5n + 15 Rechenoperationen.
» Algorithmus B: benétigt 0.5n° + n Rechenoperationen.

Hinweis: Wir gehen davon aus, dass jede Rechenoperation die
gleiche Zeit beansprucht.

Welches ist die kleinste gerade Zahl n > 0, fiir welche Algo-

rithmus A das Problem schneller 16st (also weniger Rechen-
operationen bendétigt) als Algorithmus B?

N




v/ Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.7

Wir miissen die Ungleichung 4.5n415 < 0.5n°+n lsen. Das
ergibt n> — 7n — 30 > 0. Die Loésungen dieser Ungleichung
sind n < —3 sowie n > 10. Da wir nur gerade Zahlen n > 0
betrachten, ist die gesuchte Problemgrosse 12.

% FreeFlower
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Bestimmung der Laufzeit YW 17 S0 S0

def anstossen(personen):

jede Person soll mit jeder anderen genau einmal
anstossen
niemand stésst mit sich selber an
nun
n = len(personen)
for i in range(0, n - 1):

for j in range(i + 1, n):

print (personen[i], "mit", personen[j])

Programm: anstossen.py

Wie oft wird die Funktion print aufgerufen?

FreeFlower
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Vv Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.8 \

Die Funktion print wird

» im ersten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 0) genau n — 1
mal,

freeFlower
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Vv Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.8 \

Die Funktion print wird
» im ersten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 0) genau n — 1
mal,

» im zweiten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 1) genau n — 2
mal,

freeFlower
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Vv Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.8 \

Die Funktion print wird
» im ersten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 0) genau n — 1
mal,

» im zweiten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 1) genau n — 2
mal,
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Vv Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.8 \

Die Funktion print wird

» im ersten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 0) genau n — 1
mal,

» im zweiten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 1) genau n — 2
mal,
>

» im letzten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = n - 2) genau 1
mal
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Vv Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.8 \

Die Funktion print wird

» im ersten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 0) genau n — 1
mal,

» im zweiten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 1) genau n — 2
mal,
>

» im letzten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = n - 2) genau 1
mal
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Vv Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.8 \

Die Funktion print wird

» im ersten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 0) genau n — 1
mal,

» im zweiten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 1) genau n — 2
mal,

>

» im letzten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = n - 2) genau 1
mal

aufgerufen.

freeFlower
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Vv Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.8

Die Funktion print wird

» im ersten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 0) genau n — 1

mal,

» im zweiten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 1) genau n — 2

mal,

>

» im letzten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = n - 2) genau 1

mal

aufgerufen.
Total haben wir also

1+24+34...+(n—=2)+(n—-1) >

= —.n" —

n
2 2

Gausssche Summenformel n(n = 1)

7T
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Vv Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.8 \

Die Funktion print wird

» im ersten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 0) genau n — 1
mal,

» im zweiten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = 1) genau n — 2
mal,

>

» im letzten Durchlauf der dusseren Schleife (Fall i = n - 2) genau 1
mal

aufgerufen.
Total haben wir also

142434+, + (n - 2) + (n B 1) Gausssche S;mmenformel n(nz— 1) _
n
= —.n — —
2 2

Aufrufe von print.

freeFlower
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Exakte Analyse eines Algorithmus

Definition (Anzahl Wiederholungen pro Zeile)

Bei einem gegebenen Algorithmus A, bezeichnen wir mit
wk(n) die Anzahl der Ausfithrungen von Zeile k bei
Eingabegrosse n.

%‘ FreeFlower
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Beispiel einer exakten Analyse (Problemgrosse n)

Wir analysieren ein einfaches Programm, das die Summe der ersten
n natirlichen Zahlen berechnet:

1 def berechne_summe(n):
2 s =0

3 for i in range(n):
4 s =s+1i

5 return s

%‘ FreeFlower
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Beispiel einer exakten Analyse (Problemgrosse n)

Wir analysieren ein einfaches Programm, das die Summe der ersten
n natirlichen Zahlen berechnet:

1 def berechne_summe(n): wi(n) =1
2 s =0

3 for i in range(n):

4 s =s+1i

5 return s

%‘ FreeFlower
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Beispiel einer exakten Analyse (Problemgrosse n)

Wir analysieren ein einfaches Programm, das die Summe der ersten
n natirlichen Zahlen berechnet:

1 def berechne_summe(n): wi(n) =1
2 s =0 wy(n) =1
3 for i in range(n):

4 s =s+1i

5 return s

%‘ FreeFlower
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Beispiel einer exakten Analyse (Problemgrosse n)

Wir analysieren ein einfaches Programm, das die Summe der ersten
n natirlichen Zahlen berechnet:

1 def berechne_summe(n): wi(n) =1
2 s =0 wy(n) =1
3 for i in range(n): wy(n) =n+1
4 s =s+1i

5 return s

%‘ FreeFlower
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Beispiel einer exakten Analyse (Problemgrosse n)

Wir analysieren ein einfaches Programm, das die Summe der ersten
n natirlichen Zahlen berechnet:

1 def berechne_summe(n): wi(n) =1
2 s =0 wa(n) =1
3 for i in range(n): wy(n) =n+1
4 s =s+1 wa(n) = n
5 return s

%‘ FreeFlower
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Beispiel einer exakten Analyse (Problemgrosse n)

Wir analysieren ein einfaches Programm, das die Summe der ersten
n natirlichen Zahlen berechnet:

1 def berechne_summe(n): wi(n) =1
2 s =0 wa(n) =1
3 for i in range(n): wy(n) =n+1
4 s =s+1 wa(n) = n
5 return s ws(n) =1

%‘ FreeFlower
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» ws(n) = n+ 1, da die for-Schleife n mal lauft und am Ende
einmal die Abbruchbedingung priift.

X
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» ws(n) = n+ 1, da die for-Schleife n mal lauft und am Ende
einmal die Abbruchbedingung priift.

» Wir bezeichnen mit ¢, die Kosten (cost) einer einmaligen
Ausfiihrung von Programmzeile k.

" FreeFlower
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» ws(n) = n+ 1, da die for-Schleife n mal lauft und am Ende
einmal die Abbruchbedingung priift.

» Wir bezeichnen mit ¢, die Kosten (cost) einer einmaligen
Ausfiihrung von Programmzeile k.

» Unter Kosten verstehen wir die Anzahl der elementaren
Operationen, die in Zeile k ausgefiihrt werden (z. B.
Zuweisungen, Vergleiche, arithmetische Operationen, etc.).
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w3(n) = n+ 1, da die for-Schleife n mal lauft und am Ende
einmal die Abbruchbedingung priift.

Wir bezeichnen mit ¢, die Kosten (cost) einer einmaligen
Ausfiihrung von Programmzeile k.

Unter Kosten verstehen wir die Anzahl der elementaren
Operationen, die in Zeile k ausgefiihrt werden (z. B.
Zuweisungen, Vergleiche, arithmetische Operationen, etc.).

Wir nehmen an, dass die ¢, unabhangig von n sind.
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w3(n) = n+ 1, da die for-Schleife n mal lauft und am Ende
einmal die Abbruchbedingung priift.

Wir bezeichnen mit ¢, die Kosten (cost) einer einmaligen
Ausfiihrung von Programmzeile k.

Unter Kosten verstehen wir die Anzahl der elementaren
Operationen, die in Zeile k ausgefiihrt werden (z. B.
Zuweisungen, Vergleiche, arithmetische Operationen, etc.).

Wir nehmen an, dass die ¢, unabhangig von n sind.

Die Gesamtlaufzeit T(n) ergibt sich aus den Kosten ¢ pro
Zeile:
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Beispiel einer exakten Analyse (Fortsetzung)

Wir stellen die Formel fiir T(n) auf:

, a>0.
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Beispiel einer exakten Analyse (Fortsetzung)

Wir stellen die Formel fiir T(n) auf:

T(n) = cawi(n) + cowa(n) + csws(n) + cawa(n) + csws(n) =

, a>0.
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Beispiel einer exakten Analyse (Fortsetzung)

Wir stellen die Formel fiir T(n) auf:

T(n) = cawi(n) + cowa(n) + csws(n) + cawa(n) + csws(n) =
=at+ao+t+ah+l)+antc=

, a>0.
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Beispiel einer exakten Analyse (Fortsetzung)

Wir stellen die Formel fiir T(n) auf:

T(n) = cawi(n) + cowa(n) + csws(n) + cawa(n) + csws(n) =
=at+ao+t+ah+l)+antc=
=(at+a)n+(at+at+atc)=

—— \—,b_/
=:a =

, a>0.
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Beispiel einer exakten Analyse (Fortsetzung)

Wir stellen die Formel fiir T(n) auf:

T(n) = cawi(n) + cowa(n) + csws(n) + cawa(n) + csws(n) =
=at+ao+t+ah+l)+antc=
=(at+a)n+(at+at+atc)=

—— \—,b_/
=:a =

= an+ b, a>0.
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Beispiel einer exakten Analyse (Fortsetzung)

Wir stellen die Formel fiir T(n) auf:

T(n) = cawi(n) + cowa(n) + csws(n) + cawa(n) + csws(n) =
=at+ao+t+aln+l)+antc=
=(ata)nt(at+at+atc)=

I -~

= an+ b, a>0.

Bemerkung

Dieses Programm hat eine lineare Laufzeit.
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Aufgaben Teil 3 auf Moodle

Sie finden die Aufgaben unter Moodle — Theorie —
Laufzeitkomplexitéat.

% FreeFlower

N



Aufgaben Teil 3 auf Moodle

Sie finden die Aufgaben unter Moodle — Theorie —
Laufzeitkomplexitéat.

» Losen Sie die Aufgaben Teil 3 (Bearbeitungszeit: 8 Minuten).

» Bearbeiten Sie die Aufgaben alleine oder zu zweit.
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Analyse von bubble_sort fiir Problemgrosse n,
Worst-Case

1 def bubble_sort(A):

2 n = len(A)

3 for i in range(n - 1):

4 for j in range(n - i - 1):

5 if A[3] > A[j + 1]:

6 A[j1, A[j+1] = A[j+1], A[j]
7 return A

% FreeFlower
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Analyse von bubble_sort fiir Problemgrosse n,
Worst-Case

1 def bubble_sort(A): wi(n) =1
2 n = len(A)

3 for i in range(n - 1):

4 for j in range(n - i - 1):

5 if A[3] > A[j + 1]:

6 A[j1, A[j+1] = A[j+1], A[j]

7 return A
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Analyse von bubble_sort fiir Problemgrosse n,
Worst-Case

1 def bubble_sort(A): wi(n) =1
2 n = len(A) il = 1
3 for i in range(n - 1):

4 for j in range(n - i - 1):

5 if A[3] > A[j + 1]:

6 A[j1, A[j+1] = A[j+1], A[j]

7 return A
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Analyse von bubble_sort fiir Problemgrosse n,
Worst-Case

1 def bubble_sort(A): wi(n) =1
2 n = len(A) wy(n) =1
3 for i in range(n - 1): ws(n) = n
4 for j in range(n - i - 1):

5 if A[3] > A[j + 1]:

6 A[31, A[j+1]1 = A[j+11, A[j]

7 return A
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Analyse von bubble_sort fiir Problemgrosse n,
Worst-Case

1 def bubble_sort(A): wi(n) =1
2 n = len(A) wy(n) =1
3 for i in range(n - 1): ws(n) = n
4 for j in range(n - i - 1):

5 if A[j] > A[j + 11: ws ()
6 A[31, A[j+1]1 = A[j+11, A[j]

7 return A
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Analyse von bubble_sort fiir Problemgrosse n,
Worst-Case

1 def bubble_sort(A): wi(n) =1

2 n = len(A) wy(n) =1

3 for i in range(n - 1): ws(n) = n

4 for j in range(n - i - 1):

5 if A[31 > AL + 1]: ws ()

. AL31, AL3+1] = AL+, ALGD - (U@ =)
7 return A
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Analyse von bubble_sort fiir Problemgrosse n,
Worst-Case

1 def bubble_sort(A): wi(n) =1

2 n = len(A) wy(n) =1

3 for i in range(n - 1): ws(n) = n

4 for j in range(n - i - 1):

5 if A[31 > AL + 1]: ws ()

6 A[j], A[j+1] = A[j+1], A[j] <—-
7 return A wy(n) =1
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Analyse von bubble_sort fiir Problemgrosse n,
Worst-Case

1 def bubble_sort(A): wi(n) =1

2 n = len(d) el =

3 for i in range(n - 1): ws(n) = n

4 for j in range(n - i - 1): wyg(n) = ws(n) +n — 1
5 if A[31 > AL + 1]: ws ()

6 A[j], A[j+1] = A[j+1], A[j] <——
7 return A wy(n) =1

N



Analyse von bubble_sort fiir Problemgrosse n,
Worst-Case

» Der Worst-Case liegt vor, wenn die gegebene Liste
absteigend sortiert ist (z.B. 4 = [9, 5, 3, 0]).
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Analyse von bubble_sort fiir Problemgrosse n,
Worst-Case

» Der Worst-Case liegt vor, wenn die gegebene Liste
absteigend sortiert ist (z.B. 4 = [9, 5, 3, 0]).

» Im Worst-Case missen die Elemente in jedem inneren
Schleifendurchlauf getauscht werden = wg(n) = ws(n).
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Analyse von bubble_sort fiir Problemgrosse n,
Worst-Case

» Der Worst-Case liegt vor, wenn die gegebene Liste
absteigend sortiert ist (z.B. A = [9, 5, 3, 0]).

» Im Worst-Case missen die Elemente in jedem inneren
Schleifendurchlauf getauscht werden = wg(n) = ws(n).

» wa(n) ist grosser als ws(n), da die for-Bedingung pro
ausserem Durchlauf einmal ofter gepriift wird
(Abbruchpriifung).
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Genaue Analyse von bubble sort, Worst-Case

1 def bubble_sort(A):

2 n = len(A)

3 for i in range(n - 1):

4 for j in range(0, n - i - 1):

5 if A[j] > A[j + 1]:

6 A1, A[j + 11 = A[j + 1], A[j]
7 return A

Programm: bubble_sort.py

Wir missen nun die totale Anzahl der Ausfiihrungen von Zeile 5, also W5(n),
bestimmen:
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Genaue Analyse von bubble sort, Worst-Case

def bubble_sort(A):

1

2 n = len(A)

3 for i in range(n - 1):

4 for j in range(0, n - i - 1):

5 if A[j] > A[j + 1]:

6 A1, A[j + 11 = A[j + 1], A[j]
7 return A

Programm: bubble_sort.py

Wir missen nun die totale Anzahl der Ausfiihrungen von Zeile 5, also W5(n),
bestimmen:

» Wenn i = 0, lauft j von 0 bisn - 2 = (n—1) Mal
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Genaue Analyse von bubble sort, Worst-Case

def bubble_sort(A):

1

2 n = len(A)

3 for i in range(n - 1):

4 for j in range(0, n - i - 1):

5 if A[j] > A[j + 1]:

6 A1, A[j + 11 = A[j + 1], A[j]
7 return A

Programm: bubble_sort.py

Wir missen nun die totale Anzahl der Ausfiihrungen von Zeile 5, also W5(n),
bestimmen:

» Wenn i = 0, lauft j von 0 bisn - 2 = (n—1) Mal
> Wenni = 1, lauft j von 0 bisn - 3 = (n—2) Mal
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Genaue Analyse von bubble sort, Worst-Case

def bubble_sort(A):

1

2 n = len(A)

3 for i in range(n - 1):

4 for j in range(0, n - i - 1):

5 if A[j] > A[j + 1]:

6 A1, A[j + 11 = A[j + 1], A[j]
7 return A

Programm: bubble_sort.py

Wir missen nun die totale Anzahl der Ausfiihrungen von Zeile 5, also W5(n),
bestimmen:

» Wenn i = 0, lauft j von 0 bisn - 2 = (n—1) Mal
> Wenni = 1, lauft j von 0 bisn - 3 = (n—2) Mal

>
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Genaue Analyse von bubble sort, Worst-Case

def bubble_sort(A):

1

2 n = len(A)

3 for i in range(n - 1):

4 for j in range(0, n - i - 1):

5 if A[j] > A[j + 1]:

6 A1, A[j + 11 = A[j + 1], A[j]
7 return A

Programm: bubble_sort.py

Wir missen nun die totale Anzahl der Ausfiihrungen von Zeile 5, also W5(n),
bestimmen:

» Wenn i = 0, lauft j von 0 bisn - 2 = (n— 1) Mal
> Wenni = 1, lauft j von 0 bisn - 3 = (n— 2) Mal
>

» Wenni = n - 2, lauft j von 0 bis 0, wegen range(0, 1) = 1 Mal
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Genaue Analyse von bubble sort, Worst-Case

def bubble_sort(A):

1

2 n = len(A)

3 for i in range(n - 1):

4 for j in range(0, n - i - 1):

5 if A[j] > A[j + 1]:

6 A1, A[j + 11 = A[j + 1], A[j]
7 return A

Programm: bubble_sort.py

Wir missen nun die totale Anzahl der Ausfiihrungen von Zeile 5, also W5(n),
bestimmen:

» Wenn i = 0, lauft j von 0 bisn - 2 = (n— 1) Mal
> Wenni = 1, lauft j von 0 bisn - 3 = (n— 2) Mal
>

» Wenni = n - 2, lauft j von 0 bis 0, wegen range(0, 1) = 1 Mal
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Genaue Analyse von bubble sort, Worst-Case

def bubble_sort(A):

1

2 n = len(A)

3 for i in range(n - 1):

4 for j in range(0, n - i - 1):

5 if A[j] > A[j + 1]:

6 A1, A[j + 11 = A[j + 1], A[j]
7 return A

Programm: bubble_sort.py

Wir missen nun die totale Anzahl der Ausfiihrungen von Zeile 5, also W5(n),
bestimmen:

» Wenn i = 0, lauft j von 0 bisn - 2 = (n— 1) Mal
> Wenni = 1, lauft j von 0 bisn - 3 = (n— 2) Mal

>

» Wenni = n - 2, lauft j von 0 bis 0, wegen range(0, 1) = 1 Mal
Wir erhalten die bekannte Summe:

—1 2
ws(n)=(n—1)+(n—-2)+...+1= n(n2 ):%7 . %Freenower

N
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Genaue Analyse von bubble sort, Worst-Case

Tworst(n) = C1W1(I1) + C2W2(n) 4+ ...+ C7VV7(I1) =
=a+a+anta(w(n)+n—1)+cws(n)+ cws(n)+c =

=a+ot+tanta <n(n2 )+n—1>+(c‘5+ce)(n(n2 )>—|—c7
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Genaue Analyse von bubble sort

Wir vereinfachen die Terme und gruppieren nach den Potenzen von
n, um den folgenden Ausdruck zu erhalten:
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Genaue Analyse von bubble sort

Wir vereinfachen die Terme und gruppieren nach den Potenzen von
n, um den folgenden Ausdruck zu erhalten:

2 2
=:a =:b

an2+bn+c, a>0.

C C C Cqp — C5 — C
Tworst(n) = (M) n’ + (63+¥> n+(at+tao—a+a)=
—_—

=:c

X
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Challenge-Aufgaben auf Moodle

Sie finden die Aufgaben unter Moodle — Theorie —
Laufzeitkomplexitéat.

Losen Sie die Challenge-Aufgaben.
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Analyse von insertion_sort

1

© © N o o B W N

=
o

[#' Aufgabe 0.9

Fiithren Sie eine vollstandige Laufzeitanalyse von insertion_sort
fir den Worst-Case durch:

def insertion_sort(A):

n = len(A)

for j in range(l, n):
key = A[j]
i=3-1

while i >= 0 and A[i] > key:
Ali + 1] = A[i]
i -=
Afi + 1]
return A

[

key

Programm: insertion_sort.py

FreeFlower
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v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9

Im Worst-Case muss jedes Element mit allen vorherigen Ele-
menten verglichen werden. Das Element bei Index j wird j+1
Mal in der while-Bedingung iiberpriift.
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v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9 |

1 def insertion_sort(A):

2 n = len(h)

3 for j in range(l, n):

4 key = A[j]

5 i=j-1

6 while i >= 0 and A[i] > key:
7 Ali + 1] = A[i]

8 i-=1

9 Ali + 1] = key

10 return A

%‘ FreeFlower
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v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9 |

1 def insertion_sort(A): wi(n) =1
2 n = len(h)

3 for j in range(l, n):

4 key = A[j]

5 i=j-1

6 while i >= 0 and A[i] > key:

7 Afi + 1] = A[i]

8 i-=1

9 Ali + 1] = key

10 return A

%‘ FreeFlower
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v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9 |

1 def insertion_sort(A): wi(n) =1
2 n = len(A) wy(n) =1
3 for j in range(l, n):

4 key = A[j]

5 i=j-1

6 while i >= 0 and A[i] > key:

7 Afi + 1] = A[i]

8 i-=1

9 Ali + 1] = key

10 return A

% FreeFlower
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v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9 |

1 def insertion_sort(A): wi(n) =1
2 n = len(A) wa(n) =1
3 for j in range(l, n): ws(n) = n
4 key = A[j]

5 i=j-1

6 while i >= 0 and A[i] > key:

7 Ali + 1] = A[i]

8 i-=1

9 Ali + 1] = key

10 return A
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v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9 |

1 def insertion_sort(A): wi(n) =1
2 n = len(A) wa(n) =1
3 for j in range(l, n): ws(n) = n
4 key = A[j] wa(n) =n—1
5 i=j-1

6 while i >= 0 and A[i] > key:

7 Ali + 1] = A[i]

8 i-=1

9 Ali + 1] = key

10 return A
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v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9 |

1 def insertion_sort(A): wi(n) =1
2 n = len(A) wa(n) =1
3 for j in range(l, n): ws(n) = n
4 key = A[j] wa(n) =n—1
5 i=j-1 ws(n) =n—1
6 while i >= 0 and A[i] > key:

7 Ali + 1] = A[i]

8 i-=1

9 Ali + 1] = key

10 return A
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v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9 |

1 def insertion_sort(A): wi(n) =1
2 n = len(A) wa(n) =1
3 for j in range(l, n): ws(n) = n
4 key = A[j] wa(n) =n—1
5 i=j-1 ws(n) =n—1
6 while i >= 0 and A[i] > key:

7 Ali + 1] = A[il wy (n)

8 i-=1

9 Ali + 1] = key

10 return A

N



v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9 |

1 def insertion_sort(A): wi(n) =1
2 n = len(A) wa(n) =1
3 for j in range(l, n): ws(n) = n
4 key = A[j] wa(n) =n—1
5 i=j-1 ws(n) =n—1
6 while i >= 0 and A[i] > key:

7 Afi + 1] = A[i] wy (n)

8 i, =8 il wg(n) = wr(n)
9 Ali + 1] = key

10 return A

N



v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9 |

1 def insertion_sort(A): wi(n) =1
2 n = len(A) wa(n) =1
3 for j in range(l, n): ws(n) = n
4 key = A[j] wa(n) =n—1
5 i=j-1 ws(n) =n—1
6 while i >= 0 and A[i] > key:

7 Afi + 1] = A[i] wy (n)

8 i, =8 il wg(n) = wr(n)
9 Ali + 1] = key wo(n) =n—1
10 return A
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v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9 |

1 def insertion_sort(A): wi(n) =1

2 n = len(A) wa(n) =1

3 for j in range(l, n): ws(n) = n

4 key = A[j] wa(n) =n—1
5 i=j-1 ws(n) =n—1
6 while i >= 0 and A[i] > key:

7 Afi + 1] = A[i] wr(n)

8 i-=1 wg(n) = wy(n)
9 Ali + 1] = key wo(n) =n—1
10 return A wio(n) = 1
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v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9 |

1 def insertion_sort(A): wi(n) =1

2 n = len(A) wa(n) =1

3 for j in range(l, n): ws(n) = n

4 key = A[j] wa(n) =n—1

5 i=j-1 ws(n) =n—1

6 while i >= 0 and A[i] > key: we(n) = wy(n) + (n — 1)
7 Ali + 1] = AT[i] we(n)

8 i-=1 wg(n) = wr(n)

9 Ali + 1] = key wo(n) =n—1

10 return A wio(n) =1

% FreeFlower
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Vv Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.9

wr(n)=14+2+...+(n—-1)=

n(n—1)
2
Fiir jeden der n— 1 Durchlaufe der dusseren Schleife muss im

Kopf der while-Schleife am Ende noch einmal die Abbruch-
Bedingung iberprift werden = weg(n) = wy(n) + (n — 1).
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v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.9

Zusammengefasst erhalten wir:

10

Tuorst (1) = 1wy (n) + wa(n) + . .. + Eowio(n) = Z Gwi(n) =

k=1
=& +&+&n+&(n—1)+&(nh—1)+

+ % ("("2_1) +(n—1)) + & (#) +

s ("("; 1)) +&(n—1)+ &0
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Vv Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.9

Wir vereinfachen die Terme und gruppieren nach den Potenzen von n, um den

folgenden Ausdruck zu erhalten:

- & + &7 + &
Fruorst(n) = (u) s

2

=:3

& — & — &
+(63+E4+z-5+%+&9)n+

=:h
+ (@ +&—&—% - — & + &) =

W o

> 0.

Il
W

"+ b+ g,

% FreeFlower
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Erganzungsfach
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Das Modell der Random Access Machine (RAM)

» Um die Laufzeit von Algorithmen prazise und unabhangig von
konkreter Hardware zu analysieren, verwenden wir ein
abstraktes Computermodell: die Random Access Machine
(RAM).

‘%‘, FreeFlower

N



Das Modell der Random Access Machine (RAM)

» Um die Laufzeit von Algorithmen prazise und unabhangig von
konkreter Hardware zu analysieren, verwenden wir ein
abstraktes Computermodell: die Random Access Machine
(RAM).

» Bisher war unsere Analyse mit Kosten ¢, pro Zeile zwar exakt,
aber auch aufwendig. Das RAM-Modell vereinfacht die
Analyse erheblich.
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Das Modell der Random Access Machine (RAM)

» Um die Laufzeit von Algorithmen prazise und unabhangig von
konkreter Hardware zu analysieren, verwenden wir ein
abstraktes Computermodell: die Random Access Machine
(RAM).

» Bisher war unsere Analyse mit Kosten ¢, pro Zeile zwar exakt,
aber auch aufwendig. Das RAM-Modell vereinfacht die
Analyse erheblich.

» Die RAM ist ein idealisierter Computer (&hnlich der
Von-Neumann-Architektur) mit folgenden Eigenschaften:
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Das Modell der Random Access Machine (RAM)

» Um die Laufzeit von Algorithmen prazise und unabhangig von
konkreter Hardware zu analysieren, verwenden wir ein
abstraktes Computermodell: die Random Access Machine
(RAM).

» Bisher war unsere Analyse mit Kosten ¢, pro Zeile zwar exakt,
aber auch aufwendig. Das RAM-Modell vereinfacht die
Analyse erheblich.

» Die RAM ist ein idealisierter Computer (&hnlich der
Von-Neumann-Architektur) mit folgenden Eigenschaften:

» Speicher: Geniigend viele Speicherzellen, auf die direkt
zugegriffen werden kann (Random Access).
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Das Modell der Random Access Machine (RAM)

» Um die Laufzeit von Algorithmen prazise und unabhangig von
konkreter Hardware zu analysieren, verwenden wir ein
abstraktes Computermodell: die Random Access Machine
(RAM).

» Bisher war unsere Analyse mit Kosten ¢, pro Zeile zwar exakt,
aber auch aufwendig. Das RAM-Modell vereinfacht die
Analyse erheblich.

» Die RAM ist ein idealisierter Computer (&hnlich der
Von-Neumann-Architektur) mit folgenden Eigenschaften:

» Speicher: Geniigend viele Speicherzellen, auf die direkt
zugegriffen werden kann (Random Access).

» Programm: Eine Folge von einfachen Befehlen (elementare
Operationen), die sequentiell abgearbeitet werden.
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Kostenmodell der RAM

» Wie messen wir die ,,Zeit" in diesem Modell?

% FreeFlower
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Kostenmodell der RAM

» Wie messen wir die ,,Zeit" in diesem Modell?

» Wir verwenden das Einheitskostenmodell (Uniform Cost
Model):

X
3

N



Kostenmodell der RAM

» Wie messen wir die ,,Zeit" in diesem Modell?

» Wir verwenden das Einheitskostenmodell (Uniform Cost
Model):

> Jede elementare Operation (Addition, Subtraktion, Vergleich,
Zuweisung, Speicherzugriff) bendtigt genau einen Zeitschritt.
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Kostenmodell der RAM

» Wie messen wir die ,,Zeit" in diesem Modell?

» Wir verwenden das Einheitskostenmodell (Uniform Cost
Model):
> Jede elementare Operation (Addition, Subtraktion, Vergleich,
Zuweisung, Speicherzugriff) bendtigt genau einen Zeitschritt.
> Die Grosse der Operanden spielt dabei (vereinfachend) keine
Rolle.
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Kostenmodell der RAM

» Wie messen wir die ,,Zeit" in diesem Modell?

» Wir verwenden das Einheitskostenmodell (Uniform Cost
Model):
> Jede elementare Operation (Addition, Subtraktion, Vergleich,
Zuweisung, Speicherzugriff) bendtigt genau einen Zeitschritt.

> Die Grosse der Operanden spielt dabei (vereinfachend) keine
Rolle.

» Bedeutung fiir die Analyse:
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Kostenmodell der RAM

» Wie messen wir die ,,Zeit" in diesem Modell?
» Wir verwenden das Einheitskostenmodell (Uniform Cost
Model):
> Jede elementare Operation (Addition, Subtraktion, Vergleich,
Zuweisung, Speicherzugriff) bendtigt genau einen Zeitschritt.
> Die Grosse der Operanden spielt dabei (vereinfachend) keine
Rolle.
» Bedeutung fiir die Analyse:

» Die Laufzeit eines Algorithmus entspricht der Anzahl der
ausgefiihrten elementaren Operationen. Wir miissen also nur
noch die Operationen z&hlen.

<" FreeFlower




Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Fokus auf grosse Eingaben (Skalierbarkeit):
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Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Fokus auf grosse Eingaben (Skalierbarkeit):

» Fiir kleine Problemgréssen n sind fast alle Algorithmen schnell
genug berechenbar.
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Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Fokus auf grosse Eingaben (Skalierbarkeit):
» Fiir kleine Problemgréssen n sind fast alle Algorithmen schnell
genug berechenbar.
> Interessant ist, wie sich die Laufzeit verhalt, wenn die
Problemgréssse n wichst (n — 00).
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Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Fokus auf grosse Eingaben (Skalierbarkeit):

» Fiir kleine Problemgréssen n sind fast alle Algorithmen schnell
genug berechenbar.

» Interessant ist, wie sich die Laufzeit verhalt, wenn die
Problemgréssse n wichst (n — 00).

> Praktische Betrachtung:
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Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Fokus auf grosse Eingaben (Skalierbarkeit):
» Fiir kleine Problemgréssen n sind fast alle Algorithmen schnell
genug berechenbar.
> Interessant ist, wie sich die Laufzeit verhalt, wenn die
Problemgréssse n wichst (n — 00).
> Praktische Betrachtung:

> Exakte Formeln wie To(n) = 12n? + 5n + 100 oder
T1(n) = 10n? + 8n + 213 sind miihsam zu handhaben.
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Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Fokus auf grosse Eingaben (Skalierbarkeit):
» Fiir kleine Problemgréssen n sind fast alle Algorithmen schnell
genug berechenbar.
> Interessant ist, wie sich die Laufzeit verhalt, wenn die
Problemgréssse n wichst (n — 00).
> Praktische Betrachtung:
> Exakte Formeln wie To(n) = 12n? + 5n + 100 oder
T1(n) = 10n? + 8n + 213 sind miihsam zu handhaben.
> Inwiefern unterscheiden sich die Laufzeiten To(n) und Ti(n)
wirklich?
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Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Fokus auf grosse Eingaben (Skalierbarkeit):
» Fiir kleine Problemgréssen n sind fast alle Algorithmen schnell
genug berechenbar.
> Interessant ist, wie sich die Laufzeit verhalt, wenn die
Problemgréssse n wichst (n — 00).

» Praktische Betrachtung:
> Exakte Formeln wie To(n) = 12n? + 5n + 100 oder
T1(n) = 10n? + 8n + 213 sind miihsam zu handhaben.
> Inwiefern unterscheiden sich die Laufzeiten To(n) und Ti(n)
wirklich?
» In der Praxis stellte sich heraus, dass es am sinnvollsten ist,
das wesentliche Wachstumsverhalten von Algorithmen zu

betrachten.
.
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Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Fokus auf grosse Eingaben (Skalierbarkeit):
» Fiir kleine Problemgréssen n sind fast alle Algorithmen schnell
genug berechenbar.
> Interessant ist, wie sich die Laufzeit verhalt, wenn die
Problemgréssse n wichst (n — 00).
> Praktische Betrachtung:
> Exakte Formeln wie To(n) = 12n? + 5n + 100 oder
T1(n) = 10n? + 8n + 213 sind miihsam zu handhaben.
> Inwiefern unterscheiden sich die Laufzeiten To(n) und Ti(n)
wirklich?
» In der Praxis stellte sich heraus, dass es am sinnvollsten ist,
das wesentliche Wachstumsverhalten von Algorithmen zu

betrachten.
> Bezogen auf To(n) und T1(n) heisst dies, dass beide
Algorithmen im Wesentlichen quadratisch wachsen.
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Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Unabhangigkeit von Hardware und exakter
Implementierung:
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Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Unabhangigkeit von Hardware und exakter
Implementierung:
» Die exakten Laufzeitformeln hangen stark von der konkreten
Hardware und der genauen Implementierung algorithmischer
Ideen ab.
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Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Unabhangigkeit von Hardware und exakter
Implementierung:

» Die exakten Laufzeitformeln hangen stark von der konkreten
Hardware und der genauen Implementierung algorithmischer
Ideen ab.

» Konstante Kosten von 100 Operationen wie in dem Term
To(n) = 12n + 5n + 100 sind z.B. auf eine anfangliche
Initialisierung von Variablen zuriickzufiihren, die auf
verschiedenen Maschinen unterschiedlich lange dauern kann.
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Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Unabhangigkeit von Hardware und exakter
Implementierung:

» Die exakten Laufzeitformeln hangen stark von der konkreten
Hardware und der genauen Implementierung algorithmischer
Ideen ab.

» Konstante Kosten von 100 Operationen wie in dem Term
To(n) = 12n + 5n + 100 sind z.B. auf eine anfangliche
Initialisierung von Variablen zuriickzufiihren, die auf
verschiedenen Maschinen unterschiedlich lange dauern kann.

» In der asymptotischen Analyse (bei grossen Probleminstanzen)
sind solche Kosten vernachlassigbar.
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Motivation fiir die asymptotische Analyse

» Unabhangigkeit von Hardware und exakter
Implementierung:

» Die exakten Laufzeitformeln hangen stark von der konkreten
Hardware und der genauen Implementierung algorithmischer
Ideen ab.

» Konstante Kosten von 100 Operationen wie in dem Term
To(n) = 12n + 5n + 100 sind z.B. auf eine anfangliche
Initialisierung von Variablen zuriickzufiihren, die auf
verschiedenen Maschinen unterschiedlich lange dauern kann.

» In der asymptotischen Analyse (bei grossen Probleminstanzen)
sind solche Kosten vernachlassigbar.

» Ahnlich verhilt sich dies bei Termen tieferer Ordnung wie 5n

im Term To(n) = 12n% + 5n + 100.
X
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asymptotische Betrachtung

Lasst uns die Quotienten igzg und ;EZ; der beiden Algorithmen

insertion_sort und bubble_sort betrachten:

_T(n) a4+ bn+e 3
lim = lim —/———— = —
n—oo T(n) n—ooan?+bn+c a
im T(n) - an’+bn+c a
n—oo T(pn) n=3n>+bn+¢ a

Die Grenzwerte der Quotienten unterscheiden sich also lediglich

um konstante Faktoren.
.
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asymptotische Betrachtung

i n? i n? 1
im = lim —/———— =-
n—oo T(n) n—occan’+bn+c a

) . an*+bn+c
lim = |lim —— =2
n—oo n—00 n2

(Die analoge Betrachtung kann natdirlich auch fiir bubble_sort)
durchgefiihrt werden.)

Die asymptotische (Grenzwert fiir Problemgréssse n — oo)
Betrachtung zeigt auf, dass sich die Laufzeiten von sowohl
insertion_sort als auch bubble_sort von einer beliebigen
Polynomfunktion vom Grad 2 lediglich um eine (multiplikative,)‘ .
Konstante unterscheiden. Dies gilt also insbesondere fiir die <= FrecFiower
quadratische Funktion n — n?, 3




asymptotische Betrachtung

Intuitiv gesprochen, mdchten wir sagen, dass in einer
asymptotischen Betrachtung, die exakten Wert der Konstanten
a, b, c mit a # 0 in einem Ausdruck T(n) = an® + bn+ c ,nicht
wirklich wichtig sind".
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asymptotische Betrachtung

+Although we can sometimes determine the exact running time of an
algorithm, as we did for insertion sort [...], the extra precision is not
usually worth the effort of computing it. For large enough inputs, the
multiplicative constants and lower-order terms of an exact running time
are dominated by the effects of the input size itself. When we look at
input sizes large enough to make only the order of growth of the running
time relevant, we are studying the asymptotic efficiency of algorithms.
That is, we are concerned with how the running time of an algorithm
increases with the size of the input in the limit, as the size of the input
increases without bound. Usually, an algorithm that is asymptotically
more efficient will be the best choice for all but very small inputs.”
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asymptotische Betrachtung (Landau-Symbole)

Diese intuitive Betrachtung hat man in der Informatik und
Mathematik formalisiert. Dies fiihrt uns zu den sogenannten
Landau-Symbolen, die in der Mathematik und Informatik eine
grosse Bedeutung haben.

Es sei g eine Funktion. Wir fiihren nun die Mengen von

Funktionen (Landau-Symbole) O(g(n)), Q(g(n)) und ©(g(n))
ein, die uns helfen, das asymptotische Verhalten von Algorithmen

zu beschreiben.
.
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Definition (O-Notation)

Intuitiv bedeutet f(n) € O(g(n)), dass f(n) asymptotisch (fir
grosse n) hochstens so schnell wachst wie g(n). Noch einfacher
gesagt: Fur gentigend grosse n liegt f(n) unterhalb eines
Vielfachen von g(n). Mit , gentigend grosse n* meinen wir, dass es
eine Konstante ng gibt, sodass die Aussage fiir alle n > ng gilt.

f wachst also hochstens so schnell wie g.

Genauer:

O(g(n)) := {f(n) ; es existieren positive Konstanten c, np, sodass
0 < f(n) < cg(n) fur alle n > ng} (1)




Abbildung: f(n) € O(g(n)). Ab ng verlauft die Funktion f(n) nicht mehr
oberhalb der Kurve von cg(n). Bitte beachte, dass das hier gezeigte ng

nicht der kleinste mogliche Wert ist. Der kleinste mégliche Wert ware in

der gezeigten Situation der x-Koordinate des Schnittpunkts der be% FreaFlower
Kurven. N

N



Beispiel (O-Notation)

[#' Aufgabe 0.10 <

Zeige, dass f(n) =3n? +2n+5 € O(n?).

v/ Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.10

Wir missen positive Konstanten ¢ und ng finden, sodass 0 <
32 +2n+5 < cn? fir alle n > ng gilt. Wahle z.B. ¢ =
10. Dann ist 3n® +2n + 5 < 10n? fiir alle n > 1. Denn
10n? — (3n® +2n+5) = 7n®> — 2n — 5, was fiir alle n > 1
nicht negativ ist. Also kénnen wir ¢ := 10 und ng := 1
wahlen. Somit ist 3n? + 2n + 5 € O(n?) gezeigt.

2




Definition (2-Notation)

Intuitiv bedeutet f(n) € Q(g(n)), dass f(n) asymptotisch (fir
grosse n) mindestens so schnell wachst wie g(n). Noch einfacher
gesagt: Fur geniigend grosse n liegt f(n) oberhalb eines Vielfachen
von g(n). Mit , geniigend grosse n" meinen wir, dass es eine
Konstante ng gibt, sodass die Aussage fiir alle n > ng gilt.

f wachst also mindestens so schnell wie g.

Genauer:

Q(g(n)) := {f(n) ; es existieren positive Konstanten c, ng, sodass
0 < cg(n) < f(n) fir alle n > no} (2)




Abbildung: f(n) € Q(g(n)). Ab ng verlauft die Funktion f(n) nicht mehr
unterhalb der Kurve von cg(n). Bitte beachte, dass das hier gezeigte ng

nicht der kleinste mogliche Wert ist. Der kleinste mégliche Wert ware in

der gezeigten Situation der x-Koordinate des Schnittpunkts der be% FreaFlower
Kurven. N
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Beispiel (Q2-Notation)

[#' Aufgabe 0.11 <

Zeige, dass f(n) =3n? +2n+5 € Q(n?).

v/ Losungsvorschlag zu Aufgabe 0.11

Wir missen positive Konstanten ¢ und ng finden, sodass 0 <
cn® < 3n 4+ 2n+5 fiir alle n > ng gilt. Wahle ¢ = 1. Dann
ist 2 < 3n?42n+5 fir alle n > 1. Denn 3n?+2n+5—n° =
2n%>+2n+5, was fiir n > 1 immer positiv ist. Also kdnnen wir
¢ := 1 und np := 1 wahlen. Somit ist 3n> +2n +5 € Q(n?)
gezeigt.

L
%Freeﬂower
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Definition (©-Notation)

Intuitiv bedeutet f(n) € ©(g(n)), dass f(n) asymptotisch (fir
grosse n) genauso schnell wachst wie g(n). Noch einfacher gesagt:
Fir geniigend grosse n liegt f(n) zwischen zwei Vielfachen von
g(n). Mit , geniigend grosse n“ meinen wir, dass es eine Konstante
ng gibt, sodass die Aussage fiir alle n > ng gilt.

f wachst also weder wesentlich schneller noch wesentlich
langsamer als g.

Genauer:

©(g(n)) := {f(n) ; es existieren positive Konstanten ci, ¢z, ng, sodass
0 < ci1g(n) < f(n) < cpg(n) fir alle n > ng}

Man beachte, dass f(n) € ©(g(n)) genau dann gilt, wenn so "" /
f(n) € O(g(n)) als auch f(n) € Q(g(n)) gilt.




Abbildung: f(n) € ©(g(n)). Hier ist der kleinste mogliche Wert fiir ng
gezeigt; jeder grossere Wert wiirde auch funktionieren.
%‘, FreeFlower
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Beispiel (©-Notation)

[#' Aufgabe 0.12

Zeige, dass f(n) = 3n?> +2n+5 € O(n?). ]

v/ Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.12

Wir haben bereits gezeigt, dass f(n) = 3n®> +2n+5 € O(n?)
und f(n) = 3n% +2n+5 € Q(n?). Also gilt f(n) = 3n® +

2n+5 € ©(n?).
% FreeFlower
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aquivalente Definitionen durch Grezwerte

Man kann zeigenl, dass die Definitionen von O, Q und © (in den
Gleichungen 1, 2 und 3) aquivalent sind zu den folgenden
Grenzwertdefinitionen (wir haben noch weitere Symbole definiert):

.

= FreeFlower

!Dies folgt (vereinfacht gesagt) aus der Definition der Landau-Symbole i \
Tatsache, dass die Grenzwerte existieren, wenn die Funktionen asymptotjsch
gleich wachsen. ‘



Landau-Symbole (allgemein)

Es seien f und g Folgen reeller Zahlen.

Notation Definition Bedeutung
. f(n)| _ .
feo(g) nl;n;O 2| =0 f wachst langsamer als g
feO(g) lim sup E ; f wachst hochstens so schnell wie g
n—o0
. f(n ) f wéchst mindestens so schnell wie g,
Fefle) | minflatn| > O g € O(f)
f € 0(g) N Q(g),
0 < liminf | 20 | < f wachst gleich schnell wie g,
fcole) ner é;(n sowohl f € O(g) als auch f € Q(g)
< limsup ) < 00
n—oo
. fn)| _ f wachst schneller als g,
fFewe) | fim |gm| =0 ¢ < off)

<" FreeFlower



Landau-Symbole (Komplexitatstheorie)

Im Kontext der Komplexitatstheorie seien f und g Folgen
natiirlicher Zahlen (sie beschreiben jeweils eine Anzahl von
Rechenoperationen).

Notation Definition Bedeutung

feo(g) lim ;Eg =0 f wachst langsamer als g
n—o0o

feO(g) lim sup ;% < 00 f wachst hdchstens so schnell wie g
n—oo
. f(n) f wachst mindestens so schnell wie g,

feQg) Ilnn_1)|onof z(m > 0 g ¢ O(f)

f e O(g) f € O(g) NQg), f wachst gleich schnell wie g,

€) o< nILmOO ;E'rg < oo | sowohl f € O(g) als auch f € Q(g)

o f(n) f wachst schneller als g,

fFew) | lim ooy =0 g € off)

Wir gehen davon aus, dass die von uns untersuchten Folgen h(n)
stets gilt:

<" FreeFlower

limsup h(n) = lim inf h(n) = lim h(n).
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= Aufgabe 0.13

Entscheide, ob die folgenden Aussagen zutreffen:

1. Es sei T(n) die worst-case Laufzeit von
insertion_sort. Zeige, dass T € O(n?).

2. Es seien a, b zwei positive reelle Zahlen mit a # 1,
b # 1. Zeige, dass log, € © (log,).

% FreeFlower
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= Aufgabe 0.14 .

Entscheide, ob die folgenden Aussagen zutreffen:
1. 25n% € O (n%)
2. 5n° € O (n?)
3. 2" € © (2"?) fiir jede positive Konstante a € N
4. 2bn € © (2™) fiir jede positive Konstante b € N

% FreeFlower

2



[#' Aufgabe 0.15

Entscheide, ob die folgenden Aussagen zutreffen:
1.

ORNCINE IO

in(n) € © (loga(n))
n € 0 (loga(n))

nl € O(n")

n! € ©(n")

220 € 0 (2)
s€0()

% FreeFlower
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Algorithmus prasentieren

1. Bildet 3er-Gruppen.

2. Wahlt einen Algorithmus aus dieser Sammlung (oder auch
einen eigenen) aus:
https://github.com/TheAlgorithms/Python/blob/
master/DIRECTORY .md

3. Bereitet eine kurze Présentation (=~ 5 Minuten) fiir nachstes
Mal vor.

Inhalt der Prasentation:
» Was macht der Algorithmus?
» Wie arbeitet der Algorithmus?

» Diskussion der worst-case Laufzeit T(n) des Algorithmus

%‘ FreeFlower
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https://github.com/TheAlgorithms/Python/blob/master/DIRECTORY.md
https://github.com/TheAlgorithms/Python/blob/master/DIRECTORY.md

Sei A eine m x n-Matrix mit Eintragen

a1 ar2 ... din
ai a2 ... dnp
am71 am72 e amy,,

und x ein Vektor der Lange n mit Eintragen

X1
X2

X = X3

Xn

" FreeFlower
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Matrix-Vektor-Multiplikation
Das Matrix-Vektor-Produkt Ax ist genau dann definiert, wenn die
,Breite" (Anzahl der Spalten) von A der ,,Hohe" (Lange) von x
entspricht. Die ,,Hohe" des Produkts Ax entspricht der ,Hohe" der
Matrix A.
Betrachten wir nun den allgemeinen Fall: Sei A eine m x n-Matrix
mit Eintragen

aii a2 ... din
3271 3272 e 827,,
dm1 dm,2 .- dmn

und x ein Vektor der Lange n mit Eintragen

x=1X31. .
. " FreeFlower
: \

Xn A



Matrix-Vektor-Multiplikation

def mvm(A, x):
num_cols = len(x)
num_rows = len(A) // num_cols
b = [0] * num_rows

for i in range(num_rows):
for j in range(num_cols):

b[i] += A[i * num_cols + jl * x[j]

return b

Programm: mvm. py

% FreeFlower
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Matrix-Vektor-Multiplikation

Dann ist das Produkt b := Ax ein Vektor der Lange m:

a1
asi
a3,1
4.1

am,1

a2
az»2
a3 2
a4 2

am,2

ai,n
a.n
a3 n
a4.n

am,n

X1
X2

by
b
b3
by

bm

%‘ FreeFlower
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Dabei ist zum Beispiel die Komponente bz von b gegeben durch
die Zahl

a3, 1xX1 + a3 2x2 + ...+ a3 nXp.

Allgemein sind die Komponenten des Matrix-Vektor-Produkts
b = Ax gegeben durch

n
b; := Z aj kXk = aj1x1 + ajpX2 + ... + aj nXn, (i =1,2,..., m)
k=1

FreeFlower




Matrix-Vektor-Multiplikation

Dabei ist zum Beispiel die Komponente b3 des Vektors b gegeben
durch die Zahl

azixi + azpxo + ...+ az pXxn.

Allgemein sind die Komponenten des Matrix-Vektor-Produkts
b = Ax gegeben durch

n
b; := Z aj kXk = aj1x1 + ajpXe2 + ... + aj nXn, (i =1,2,..., m)

k=1
‘%‘, FreeFlower
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Laufzeitkomplexitat von mvm

[ Aufgabe 0.16

Was ist die worst-case Laufzeit von mvm? ]

% FreeFlower
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v Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.16

Wir miissen jeden der m Eintrage des Vektors b berechnen.
Fir jeden Eintrag ist eine Summe von n Produkten zu be-
stimmen. Fiir jeden Eintrag des Vektors b sind also n Mul-
tiplikationen und (n — 1) Additionen notwendig. Insgesamt
sind also m- (n+ (n— 1)) Operationen notwendig. Die asym-
ptotische Laufzeit von mvm ist somit © (m - n). Falls A eine
quadratische n x n Matrix ist, dann ist die Laufzeit gegeben
durch © (n?) (quadratische Laufzeit).

% FreeFlower
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Matrix-Matrix-Multiplikation

bij) ... bip

N

1S

Clj| oo Cp

Cij Cip

aml .- Amk ---  @mn Cm1 .-+ Cmj - Cmp

‘A : m-Zeilen, n—SpaIten‘ ‘ C=A-B: mZeilen, ‘
Abbildung: Veranschaulichung des Matrixprodukts C = AB.%}% Freefioner
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Im Allgemeinen ist der Eintrag ¢;; von C das
Vektor-Vektor-Produkt? der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte
von B. Deshalb ist es notwendig, dass die , Breite" von A genau
der ,Hdhe" von B entspricht. Das Produkt C = AB wird die
,Hohe" von A und die ,,Breite” von B haben. Formal definiert man
die Eintrage von C wie folgt:

n
Ciji= Y dikbij=ai1bij+ai2baj+ ...+ ajinbnj, (4)
k=1

fur(i=1,2,....m j=1,2,...,p).

FreeFlower
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2Djeses enstpricht dem standard Skalarprodukt, wenn sowohl die i-te Zeile|von
A als auch die j-te Spalte von C jeweils als Spaltenvektoren aufgefasst werden.




Matrix-Matrix-Multiplikation

def mmm(A, B, num_rows, num_cols):
C = [0] * (num_rows * num_cols)
for i in range(num_rows):
for j in range(num_cols):
for k in range(num_cols):

C[i * num_cols + j] += A[i * num_cols + k] * B[k * num_cols + j]

return C

Programm: mmm. py

FreeFlower
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Laufzeitkomplexitat von mmm

2 Aufgabe 0.17

Was ist die worst-case Laufzeit von mmm? ]

% FreeFlower
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v Lésungsvorschlag zu Aufgabe 0.17

Wir miissen jeden der m - p Eintrdge der Matrix C berech-
nen. Fiir jeden Eintrag c;; ist eine Summe von n Produkten
zu bestimmen. Fiir jeden Eintrag der Matrix C sind also n
Multiplikationen und (n — 1) Additionen notwendig. Insge-
samt sind also m- p - (n+ (n — 1)) Operationen notwendig.
Die asymptotische Laufzeit von mvm ist somit © (m- p - n).
Falls A und B jeweils quadratische n x n Matrizen sind, dann
ist die Laufzeit gegeben durch © (n3) (kubische Laufzeit).

% FreeFlower
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Die folgende schematische Darstellung soll nochmals die Situation
der Matrixdimensionen in dem Produkt C = AB verdeutlichen. In
den letzten beiden Beispielen sind A und B jeweils Vektoren
derselben Lange.

FreeFlower




H.:B:: c

Die Matrix C ist so , hoch” wie A und so , breit" wie B. Das
Produkt AB ist nur definiert, wenn B so , hoch" ist, wie A , breit"
ist. Hat eine reelle 1 x 1-Matrix C den Eintrag x, so identifizieren

wir die Matrix C mit ihrem Eintrag x (der reellen Zahl x). E%%E o
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Wounsch nach Klassifizierung von Berechnungsproblemen

» Bis jetzt haben wir die Zeitkomplexitat von Algorithmen
definiert.
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Wounsch nach Klassifizierung von Berechnungsproblemen

» Bis jetzt haben wir die Zeitkomplexitat von Algorithmen
definiert.

» Was uns aber primar interessiert, ist die Komplexitat von
Berechnungsproblemen, welche wir gerne nach dieser
Komplexitat klassifizieren wiirden.
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Wounsch nach Klassifizierung von Berechnungsproblemen

» Bis jetzt haben wir die Zeitkomplexitat von Algorithmen
definiert.

» Was uns aber primar interessiert, ist die Komplexitat von
Berechnungsproblemen, welche wir gerne nach dieser
Komplexitat klassifizieren wiirden.

P Intuitiv wiirde man gerne sagen, dass die Zeitkomplexitat
eines Problems P der Zeitkomplexitat eines asymptotisch
optimalen Algorithmus fiir P ist.
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Wounsch nach Klassifizierung von Berechnungsproblemen

» Unter asymptotischen Optimalitat eines Algorithmus A fiir das
Problem P versteht man, dass keine Algorithmus B fiir P
existiert, welcher asymptotisch besser (schneller) ist als A.
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» Die ldee ware also, die Komplexitat eines
Berechnungsproblems als die Komplexitat eines ,,optimalen*
Algorithmus fiir dieses Problem zu betrachten.
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Wounsch nach Klassifizierung von Berechnungsproblemen

» Unter asymptotischen Optimalitat eines Algorithmus A fiir das
Problem P versteht man, dass keine Algorithmus B fiir P
existiert, welcher asymptotisch besser (schneller) ist als A.

» Die ldee ware also, die Komplexitat eines
Berechnungsproblems als die Komplexitat eines ,,optimalen*
Algorithmus fiir dieses Problem zu betrachten.

» Diese Idee scheint sehr natiirlich und verniinftig zu sein.
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Wounsch nach Klassifizierung von Berechnungsproblemen

» Unter asymptotischen Optimalitat eines Algorithmus A fiir das
Problem P versteht man, dass keine Algorithmus B fiir P
existiert, welcher asymptotisch besser (schneller) ist als A.

» Die ldee ware also, die Komplexitat eines
Berechnungsproblems als die Komplexitat eines ,,optimalen*
Algorithmus fiir dieses Problem zu betrachten.

» Diese Idee scheint sehr natiirlich und verniinftig zu sein.

» Erstaunlicherweise gibt es aber Berechnungsprobleme, fiir
welche beweisbar kein optimaler Algorithmus im obigen Sinne

exisitert.
.
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Blum Speed-Up-Theorem

Theorem (Blum-Speed-Up-Theorem, 1967)

Es existiert ein algorithmisches Entscheidungsproblem E
(dies ist insbesondere ein Berechnungsproblem), sodass fiir
jeden Algorithmus A®, welcher E entscheidet, ein
Algorithmus Al existiert, welcher ebenfalls E entscheidet,
und fir den gilt

Tar(n) < logy (Tyo(n))

fir unendlich viele Gréssen von Probleminstanzen n € N.
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Blum Speed-Up-Theorem

Das Blum Speed-Up-Theorem besagt, dass es Probleme gibt, fir
die man jeden gegebenen Algorithmus fiir dieses Problem
wesentlich verbessern kann. Dies bedeutet, dass fiir solche
Probleme keine optimalen Algorithmen existieren kann. Damit |asst
sich fir diese Probleme die Komplexitat nicht in dem oben
beschriebenen Sinne (durch einen optimalen Algorithmus)
definieren.
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obere und untere Schranke

Deswegen spricht man in der Komplexitatstheorie nur (iber obere
und untere Schranken fiir die Komplexitdt eines Problems im Sinne
der folgenden Definition:

Definition (Obere- und untere Schranke, Optimalitat)

Sei P ein Berechnungsproblem und g(n) eine Funktion.

Obere Schranke fir P: Wir nennen O(g(n)) eine obere Schranke fiir die
Komplexitat von P, wenn es einen Algorithmus A gibt, der
P 18st und dessen Worst-Case Laufzeit Ta(n) € O(g(n))
erfiillt.

Untere Schranke fiir P: Wir nennen Q(g(n)) eine untere Schranke fiir die
Komplexitat von P, wenn fiir jeden Algorithmus A, der P
lost, gilt: Ta(n) € Q(g(n)).
Optimalitat: Ein Algorithmus A heisst optimal fiir P, wenn Q(g(n)) eine
untere Schranke fiir die Komplexitat von P ist und zugleich
Ta(n) € O(g(n)) gilt.
A2
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